Exercice 4.19

Woessner Guillaume

Question 1
Il s’agit des fonctions

<£E(t) ; y(b‘)) = <$o€_t ; yoe‘“)

Question 2
Remarque préliminaire : A priori on ne sait pas résoudre ce systéme d’équations.
On va voir que la diagonalisation d’endomorphismes nous permettra de le faire
quand méme.

A. On a que
B, = ((2, 1) (1, 1)) = (e1, €2)
et

B = ((-2.1) 5 (~4,-9) = (~ e : ~dea)

Donc la matrice est de la forme

D = Mg, (f) = {_01 _04}

., z'(t) —2x(t) — 2y(t)
B. On a bien v/(t) = (y’(t)) = < () — 3;@) ) = f(u(t)).

La vitesse du vecteur u(t) dans un petit intervalle autour de 0 vaut «’(0) = f(u(0)).

C. Il s’agit d’écrire la relation u/(t) = f(u(t)) dans la base Bs.
Celle-ci devient
X5(t) = DXo(t). (1)

D. Cette fois-ci I’équation (?7) est résolvable avec nos outils du S2! 11 s’agit de la
méme équation que dans la Question 1. On a donc

Xo(t) = (cle—t : cze—4t).
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Il faut encore trouver la valeur des constantes C; et Cs.
Or on sait que (C,Cs) = X5(0) = (u(O))BQ, c’est-a-dire les coordonnées de
u(0) = (xo ; yo) dans la base B!
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En notant P = 1 1 la matrice de passage de la base By a By, on a d’apres le

1
I o1 fTo) §($0 - yo)
cours que X5(0) = P71X,(0) = P <y0> a (%(:vo + 2yo)>'

On conclut que
X(t) = (Hmo = yo)e™ 5 (a0 +2p0)e™"),
Et donc

u(t) = Xu(?)
= PX,(t)

2 1 _ _
= {_1 1] (%(370 —yo)e " ; %($0+2y0)€ 4t>

_ (%(Io —Yo)e ' + %(xo + 2y0)€_4t)
%(l’o — yo)eit + g(l’o + 2y0>674t

On peut vérifier que u(0) = (xg, yo) pour s’assurer qu’on ne s’est pas trompés.

E. Dans une équation linéaire, f(0) = 0 donc 0 est forcément un point
d’équilibre.

—t
De plus, la solution u(t) est la forme M (:4t , pour une certaine matrice M, et

les exponentielles ont des exposants négatifs, donc les trajectoires se rapprochent
de zéro et le point d’équilibre est stable.

C;y 0 }
, peux-tu

Enfin, j’affirme que la matrice M au dessus est de la forme P [ 0 C
2

expliquer pourquoi ?

Conclusion : Grace au changement de base, on a pu se placer dans une
base dans laquelle on pouvait résoudre le systéme, puis retourner a notre base
canonique initiale pour avoir ’expression de la solution.



