Exo 9, corrigé

Guillaume Woessner

Abstract

Les processus continus et le mouvement brownien (MB).

Dans tout ce document, I'espace de probabilité filtré considéré est (€2, F, (Fn)icjo, 1], P), et on
supposera que (B;); est un mouvement brownien adapté a la filtration.

Exercice 1 Soient X,Y des VA indépendantes de loi N'(0,0?).
Montrez que X + Y, X —Y sont des VA indépendantes de loi N'(0,202).

Proof. Avant toute chose, rappelons que Z ~ N(0,0?) si et seulement si sa fonction caractéris-
02
tique est z(t) = e~ T .

On calcule
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@X-{-Y(t) — E[eit(X+Y)} — E[eitX] E[eitY] e TP Tt g :

d’ot le résultat pour X +Y, et le méme calcul permet de montrer la méme chose pour X —Y (on
peut également noter que Y ~ —Y).

A présent on calcule, avec la fonction caractéristique du vecteur (X + Y, X — Y) notée par

PXHY.X V) (s’ t) — ]E[ei(s(XJrY)th(XfY))]’
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On conclut en rappelant que cette derniére égalité caractérise bien 'indépendance des variables
aléatoires X +Y et X — Y. |

Exercice 2 Soient (X,,),, une famille de VA de loi N (pn,02).
Montrez que X,, converge en loi < p, et o, convergent.
Montrez que dans ce cas la loi limite est N (limy, u,,, lim, 02).

Proof. Avant toute chose, rappelons que X ~ N(0,0?) si et seulement si sa fonction caractéris-

] 02 . s .
tique est o(t) = e'~% ! Rappelons également le théoréme de Lévy qui affirme I'équivalence

entre la convergence en loi et la convergence des fonctions caractéristiques.

Ainsi, si u, et o, convergent vers u et o, par continuité de la fonction caractéristique,

;> (72 .
©n(t) Hp @(t) = eit=%t ot donc d’aprés le théoréme de Lévy on a bien que X,, converge vers

une N (1, 0).

Réciproquement, si X,, converge en loi vers X dont la fonction caractéristique est ¢, on a



2
itmt=Ft |y ©(t). En passant a la norme, on peut en déduire la convergence de o, vers une
constante o finie (car si o, — oo alors |p(t)| = 1o(t)). On en déduit facilement la convergence de
1, vers une constante p également.
On peut alors appliquer le premier point pour montrer que la limite est gaussienne. |

Exercice 3 Soient Xi,..., X, des VA.
Montrez qu’elles sont indépendantes si et seulement si Vfi,... f,, bornées et continues

]E[Hfi(Xz‘)] = HE[fi(Xi) J-

Proof. Par définition, la propriété est vraie pour f une fonction indicatrice d’ensemble mesurable.
Ainsi elle est encore vraie pour une combinaison linéaire de telles fonctions, et par densité elle
reste vraie pour toute fonction mesurable bornée, dans lesquelles les fonctions en escalier sont
denses. ]

Exercice 4 Trouver deux processus X := (X1(t))te[0,1) et Xo 1= (Xa(t))e[0,1] tels que :
X1 et X5 aient les mémes lois marginales, ie tels que Vtq,...,t, € [0,1] on ait

(X1(t1),. .., X1(tn)) ~ (Xa(t1), ..., Xa(tn)),
Et méme que
Yt o P(X1(t) = Xa(t)) = 1.
Mais tels que pour autant on ait
PVt : X1(t) = Xa2(t) ) =0, P(X; continu) = 1, P(X; continu) = 0.

Proof. D’une part, poser X((¢t) = 0 pour tout t € [0,1], et d’autre part poser Y ~ U[0,1] et
Xl(t) = (5Y(t) [ ]

Exercice 5 Supposez que le MB tel que défini en cours existe.
Montrez que pour tout a > 0, le processus discret (X, )neny ou X,, := By, est une martingale.
Est-elle bornée dans L'? Converge-t-elle ?

Proof. On calcule

= E[B(n-i-l)a — Bpa | fn] + E[Bna | ]:n]
=0+ Bna = Xn-
Ainsi (X,,), est bien une martingale.
De plus comme sup,, E|X,,| = sup,, v/naE|B;| = oo, elle n’est pas bornée dans L!.

Enfin, comme X,, s’identifie & une marche aléatoire de pas i.i.d. de loi A(0,1), elle ne converge
pas. |

Exercice 6 Soit (Y;,)nen une famille de VA i.i.d. de loi N'(0,1). Définissons

N
1
XNy =" — Yo sin(nnt).

n=0

Montrez que presque stirement, (X),cn converge dans I'espace des fonctions continues C[0, 1]
muni de la norme || - ||oo-
On note la limite

X(t) =Y %Yn sin(nt).
n=0

Quelle est son espérance et sa variance en chacun des points 7



Proof. Dans un premier temps, on calcule
Y| 1 1
Y| =SBl 5 <o,
n n n

ol on a utilisé que E[|Y,|] < 1.

E

Ainsi, la variable aléatoire ) |ZZ‘ est presque stirement finie, et donc on a, pour N > M € N

N N Y.l N0
. s Mi—
XV XM<Y LWallsingn)e = >0 DAl VM50
n=M+1 n=M+1
La suite (X™V)y est donc de Cauchy dans C[0,1], et on en déduit qu’elle converge vers la limite
notée X.

L’espérance de X (t) est bien str nulle (Fubini), et sa variance vérifie

E[X(t)?] = Z ﬁ sin(nwt) sin(mwnt) E[Y, Y] = Z % sin?(nnt).
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