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Soutien PBS 1 — Lois a densité

Une variable aléatoire est continue X lorsque F'x a une dérivée fx. Alors

b
Pla<X <b)= / fx(z)dz.

En particulier, [, fx(z)dz =1etVa e Rona P(X =a) = 0.

On a aussi la formule

Jaxyo(z) = wldfx(x — b) :

a

Un intervalle central bilatéral a 95% est un intervalle [a, b] tel que :
P(X €a,b))=0,95 avec P(X <a)=0,025 et P(X >b)=0,025.
Par exemple pour Z ~ N(0,1), on a Igs50,(X) = [—1,96; 1, 96].

Pour X ~ N (u,0?), on seraméne a Z ~ N (0,1) via Z = 24,
On utilise le résultat de Z :

Xf
1,96 < 0“31,96 — 1,960 <X <pu+1,90

Et on en déduit que Ig50,(X) = [0 — 1,960 ; 1+ 1,960].

EXERCICE 1
Soit A > 0 fixé et X ~ £(\) suivant une loi exponentielle de densité :

ke > siz>0
fx(z) = ,
0 sinon

1. Déterminer k € R pour que fx soit bien une densité de probabilité.
2. Déterminer Iy50,(X), Cest-a-dire [a, b] tel que P(X < a) = 0,025 et P(X > b) = 0,025.
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L'espérance est la valeur que l'on peut attendre "en moyenne” sur un grand nombre d’expériences

E[X] :/ zfx(z)dx.
R
Pour touta € R et toutes X etY,
ElaX] = aE[X] et E[X +Y] =E[X]+E[Y].

La variance mesure I'écart moyen des valeurs par rapport a la moyenne
V(X)=E[(X - E[X])?].
Si X etY sont
Vi[aX] = a*V[X] et V[X+Y]=V[X]+V[Y]

Ces formules sont fausses si X et'Y ne sont pas indépendantes (considérer le cas extréme ou Y = X)

EXERCICE 2
Soient X1, X, ..., X, desvariables indépendantes et identiquement distribuées.
On note y leur espérance commune (E[X;] = u) et o2 leur variance commune (V (X;) = o).
On définit la variable somme S,, et la moyenne empirique X,, par:
_ S,
Spn=X1+Xo+---+X, et X, =—
n

1. Exprimer l'espérance E[S,,] et la variance V (S,,) en fonction de n, u et o2. Justifier.
2. En déduire l'espérance E[X ], la variance V(X ,,) et I'écart-type.

3. En utilisant la question 1, retrouver les formules de l'espérance et de la variance de la loi binomiale.

Elle contrble I'écart a la moyenne. Sila variance est petite, il estimprobable de s'éloigner trop de l'espérance.

Pour toute > 0
V(X)
€2

P(X —E[X]| >¢) <

Elle a une conséquence trés forte : la convergence en probabilités.
On reprend les notations de I'EXERCICE 2. Pour tout e > 0

lim P(|X, —pu>e) =0

n—-+o0o

La probabilité d'un écart, méme infime, finit donc par s'annuler totalement.

EXERCICE 3
1. Rappeler la formule de la variance % d’'une loi Ber(p) en fonction de p.
2. Montrer que pour tout réel p € [0,1], ona ¢? < 1.
3. En déduire un intervalle [a, b] tel que

Pla < X, <b) > 95%

Indication : utiliser les résultats de 'EXERCICE 2.
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EXERCICE 4 — Synthése
Soit X une variable aléatoire de densité :

fe(@) = {kx siz e [0,1]

0 sinon
Déterminer k € R, puis donner la densité fy de lavariable Y = 2X + 1.
Déterminer l'intervalle central g5, (X).
Calculer l'espérance E[X] et la variance V(X).

Soient X,..., X, des copies indépendantes de X et X, = 1 3" | X;. Donner E[X,] et V(X,,), puis dé-
duire de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev un intervalle [a, b] tel que P(a < X, < b) > 95%.
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